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1- ループ宇宙項について
中川　弘一
星薬科大学　物理学研究室
概　要
　熱場ダイナミックスに基づく熱的閉ボソン弦理論における，有限温
度，1- ループ宇 宙項の計算を詳解する．
　有限温度における熱的弦理論は，熱場ダイナミックス (TFD) [1] に基づき定
式化できることが知られている [2–9]．参考文献 [5 (1994, 1995, 1997), 7 (1992, 
1994, 1996), 8 (1997, 2006)] において，D = 26 の熱的閉ボソン弦と D = 10 の熱
的ヘテロ弦の，次元正則化された，1- ループ熱的宇宙項の温度領域における
解析性が TFD の手法に基づき議論された．上記文献では 1- ループ熱的宇宙項
の表式に至るまでの詳しい計算は省略されているため，本稿においてそれを与
える．方法としては TFD による有限温度での摂動論的な熱的閉ボソン弦の作
用素の真空期待値の計算に基づいている [3, 11]．
1　有限温度における閉ボソン弦の伝搬関数
　まず，ゼロ温度における閉ボソン弦の運動方程式は Hamilton 関数 H ，左手
モードの Virasoro 生成子 ，右手モードの Virasoro 生成子  を用いて
                                       (1)
と表される [11]．ここで， はボソン弦の切片パラメータである．また，ゼロ
温度における閉ボソン弦の物理的状態  は左手モードの物理的状態 ，右
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手モードの物理的状態  から構成され，
                               (2)
 
を満たす．さらに，ゼロ温度における閉ボソン弦の物理的状態  は束縛条件
                                                  (3)
を満たす．
　図 1 の閉ボソン弦の伝搬において固有
時間 を
                    (4)
ととり， での伝搬関数
                                    (5)
を考える [11]．
　このとき，図 2 の回転対称性を考慮して を  で平均化する．
                      (6)
図 1　閉ボソン弦の伝搬
図 2　回転対称性
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　この 2 つの積分変数  を組み合わせて複素変数
                              (7)
を導入すると
                            (8)
と表すこともできる．
　つぎに，有限温度  における閉ボソン弦の伝搬関数 [2] を TFD の
熱的二重項形式で表すと
ここで，a, b はそれぞれ熱的二重項の成分を表す添え字，  は Pauli 行列である．
ツリーおよび 1- ループ振幅の計算では，(1, 1) 成分：
          (9)
のみが表れる．
2　1- ループ宇宙項の計算
　有限温度における閉ボソン弦理論の 1- ループ宇宙項  はとーラス上の振幅
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として計算される．
　 はトーラス上の伝搬関数のトレースとして
                   (10)
で表され，ここで，トレースの定義は
                                      (11)
である．(10) 式の  の  での微分は
                               (12)
なので，これを積分形にして
  (13)
と表すことができ，ここで，  は切片パラメータのずれとして解釈できる．
　(13) 式の  を具体的に書き下すと
　
        (14)
(14) 式を (13) 式に代 入し，ゼロ温度部分  と非ゼロ温度部分  に分
けて，  の極限をとり
              (15)
このとき，
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         (16)
         (17)
である．
　(16) 式の  の計算を進める．まず，  の積分変数をモジュラ変数
                   (18)
で書き換えると
　
(19)
　(19) 式の  積分
を実行し，
から表れるループ運動量積分を Euclid 化  して Gauss 積分
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で実行すると
   (20)
　コヒーレント状態の期待値を用いて (20) 式の中のトレースを求めると
  (21)
ここで，
は閉ボソン弦の分配関数に相当する．
　(21) 式を (20) 式に代入し，
         (22)
ここで，
                           (23)
(22) 式の積分領域 E には次のような発散が含まれている：
　　　　  紫外発散 ,
　　　　  赤外発散 ( タキオンおよびディラトン・ダドポール ).
　ゼロ温度における上記の紫外発散はモジュラ不変性を利用して回避すること
ができ る [11]．  として，モジュラ変換の一般形は
                 (24)
と表される．この変換の生成子にあたる変換は
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                                     (25)
であり，トーラスについて図 3 の変形を表す．
定理 1.  (22) 式は  のときモジュラ不変である．
証明 .
とおく．
　モジュラ変換
図 3　トーラスのモジュラ変換
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において
測度の変換は
となり，D ,  に関係なくモジュラ不変 である．
　  の変換
について考える．閉ボソン弦の分配関数を Jacobi のテータ関数  を用いて表
すと
である．このとき，  のモジュラ変換は
となり，ここで，  である．したがって，
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よって， のとき
となり，
が示された．以上のことから I は  のときモジュラ不変である． □
　I の積分領域はモジュラ変換により図 4 の基本領域
                     (26)
に移すことができるため，  での紫外発散を回避することができる．
図 4　基本領域 F
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しかし，  での赤外発散は残ったままである．この赤外発散については，
非ゼロ温度部分と合わせて，後で議論する．
　次に (17) 式の非ゼロ温度部分  の計算を解説する．これについても結果と
しては参考 文献 [3] の結果と一致する．
　(17) 式の  積分における  関数で
                                   (27)
を定義すると
と表すことができる．したがって，  積分を実行すると
              (28)
となる．(28) 式の  積分と  極限は
            (29)
となり，(28) 式に代入して
 
     (30)
と表すことができる．
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　(30) 式右辺のループ運動量積分は次の通りに実行できる．まず，ln(· · · ) を
展開し
ここで，  は  成分を除いた運動量ベクトルである．第 2 種の変形された 
Bessel 関数  の積分表示から得られる公式
                (31)
において  は任意定数であるため，非ゼロ温度部分におけるモジュラ変数を 
 として導入することができる．(30) 式の  成分以外の 
運動量積分は Gauss 積分になり，
これを (30) 式に代入して
         (32)
(32) 式の n での和，複素積分およびトレースを実行すると
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これを (32) 式に代入し
     (33)
ここで， 
　非ゼロ温度部分  においてもモジュラ変数での積分領域 E であるため，
 での紫外発散と  での赤外発散が表れる可能性が考えられる．
そのため，  に関する有限温度でのモジュラ不変性を議論する必要がある．
3　  のモジュラ不変性と基本領域
　有限温度における弦理論のモジュラ不変性は，参考文献 [10] において最初
に議論された．ここでは，それに基づいて非ゼロ温度部分  のモジュラ不変
性を確認し，基本領域 F での積分が可能であることを示す．
　モジュラ変換  の行列表現  は
と表される．M 全体は上の上の列の行または列の数の対で分類できるので，
ここでは (c, d) で分類することにする．[c, d] を c と d の最大公約数とすると，
次の補題が成り立つ．
補題 1.  M  において [c, d] = 1．
つまり，M  は互いに素な整数 (c, d) で指定される族に分類される．
補題 2.  (c, d) で指定される同一の族に属した M, M′ は下の変換で関係づけられ
る．
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ここで，
補題 3.  それぞれの族において，基本領域 F を積分領域 E 内に移す変換  
が一意的に存在する．
つまり，変換  による F の像  が
を満たす．
補題 4.  
つまり，E  は F の像を無限個含む．
　以上の補題から (33) 式の  について次の定理が成り立ち，その証明はそれ
以下の通りである．
定理 2.  (33) 式は
   
             (34)
 を除いた和．
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証明 .  と置くと，補題 1 より
 を c, d, r の和に直すと
特定の (c, d) を取り出し，(34) 式の中の積分変数を  に置換
特に，
　補題 3 より
したがって (34) 式の中の積分は
上の積分の (c, d) 和をとり，補題 4 より (34) 式と (33) 式の同等性が示せた．□
定理 3.  (34) 式の  はモジュラ不変である．
証明 .  のもとで
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このとき，
ここで，整数  を  と置き換えた．和の中でも
この置 き換えをして，  より
となり，(34) 式の中の被積分関数のモジュラ不変性が示せた．　　　　　　□
　以上のことから，  は全体としてモジュラ不変であることがわかる．
ここで，  は (22) 式で  とした積分で表され，  は (34) 式で，それぞれ，
表される．したがって，  には  での紫外発散は無く，  での赤
外発散のみが残っている．
4　有限温度における閉ボソン弦の赤外発散の正則化
　ここではゼロ温度も含めた有限温度における 1 ‐ループ宇宙項  
に現れる，赤外発散の正則化について解説する．
　また，ここからは虚時間形式との対応も考え，逆温度  をコンパクト化半
径
                                           (35)
で置き換えて議論を進める．1 ‐ループ宇宙項  は (22) 式で  とし
た  と (34) 式の  より
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            (36)
となる．この  は
                                              (37)
を満たす．
証明 .
に Poisson の和公式
を適用．
一方，
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 での和の中は  について対称になっているので，(37) が示せた．□
　(37) の関係式は双対高温領域の存在を表している [5(1994),(1995)]．
　  における (36) の赤外発散  は次の因子で現れる：
              (38)
この赤外発散の正則化法として次の ① と ② の方法が知られている：
　  ① 次元正則化法 [5 (1994, 1995, 1997), 7 (1992, 1994, 1996), 8 (1997, 2006)]
　　② オフシェル解析接続法 [3, 12]
実際，これらの正則化はその結果を左右しないことは勿論であるが，ここでは
この順にしたがい説明する．
① 次元正則化法
この正則化法は  モジュラ不変性を保ったまま適用できる．(36) 式にモ
ジュラ不変性の条件  を代入し，正則化された 1 ‐ループ宇宙項を
                       (39)
と定義する．  ならば
なので，(39) 式の右辺は  積分が実行でき，その後，  へ解析接続可能
であることが分かる．この解析領域についての結果は次のオフシェル解析接続
法で得られる結果と同じなので，詳しくは以下で解説する．
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② オフシェル解析接続法
この正則化法ではオフシェル運動量  の導入により一時的にモジュラ不変性
を破るが，  で回復する．(39) 式で  として，オフシェル
運動量  を導入し
正則化された 1 ‐ループ宇宙項を
                      (40)
と定義する．
(40) 式において  のとき
なので，  でモジュラ不変性が回復することが分かる．
　(40) 式中の  − 積分を
(41)
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とおき，さらに，  
とおいて  − 積分を実行すると
     (42)
ここで  は不完全ガンマ関数である．(42) 式を (41) 式に代入し，
 
   (43)
ならば
 で有限な結果が得られる．ただし，ゼロ温度  の場合は除く．
　次に，(42) 式右辺の分岐点を見るために，不完全ガンマ関数を
と展開する．このとき，積分指数関数は
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                                   (44)
C は Euler 定数で，C  0.57721 · · · である．(44) 式の
なので，(40) の 1 ‐ループ宇宙項  で対
数分岐点をもっている．
　以上のことから，  か ら  への解析接続すると，1‐ループ宇
宙項  について次のことが分かる．
図 5　1- ループ宇宙項  の正則領域
　　・  の項 ( ゼロ温度部分 )
　　　1 - ループ宇宙項の虚部
　　　になり，タキオン真空の不安定性をもたらす .
・   の項は主分岐点で，  は Hagedorn 逆温度  に相当
する定数 になっている .
・  の項は  における無限個の分岐点  互の存在を
表している .
・ 対称性  より  の正則領域の存在が
確認できる .
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以上の結果を  軸上で表したものが図 5 である .
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